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Een kristal is een samenstel van zeer ·vele molekulen, ionan of 
atomen, waarin de situatie der atomen op geregeldci afstanden in 
drie hoofdriehtingan zich aldoor herhaalt. lJenkt m.en zioh het 
kristal naar' alle zijden oneindig voortgezet t dan kan men ook ze~ · 
gen: het kristal laat verschuivingon in zichz.elf in 3 onafhanko-
lijke richtingen toe. -
Alle verschuivingen, die het kristal toelaat, vormen de tran.s--
latiesroep van het kristal. Deze groep T hesf't de volgende eigt;;n•· 
schappen: 
1e Er zijn 3 lineair onafhankelijke translaties in. 
2e Er zijn geen versclJuivingen over afst_anden. kleiner dan d in, 
waarin d bijv. de afstand van een atoom tot het dichtstbijzijnde 
gelijksoortig3 atoom is. 
Van zulke groepen T kan men bewijzen: 
Er zijn 3. basistransla.ties U, V 2 W in T 1 zodat de vactoren van alle · 
andere transla7€'"ies in T sommyn van _gehele veelvouden vgi._n U I V ,'Ii! zijn~ 
(1) S :::: k U + l V + mW 
Een grote letter zoals x,u,v,:. .. bctekent in 't vervolg: 
a) een punt X met coordinaten (:x:1 ,x2 ,x3),. · bl de vect.or OX, die van de oorsprong O naar- het :punt X wijst, 
c. de translatie, die bij deze vector hoort, · 
d de matrix van een kolom, gt:ivormd door de getallen x1 ,t2 ,x3 , 
onder elkaar ge schreven.. · 
Voor rechth•ekig1:1 en vierkante matrices gebruiken we ook g:rot~~ 
letters zoals A,B,o, •.•• 
Onderwerpt me.ri e.en punt O aan alle translaties ( 1), dan ontstaat 
een rooster, het kristalrooster. ·v1akke.n, geli:?gd door 3 rooster-
pu:nten .niet te ver uit elkaar, hote.n roost9rvlakken. Zij zijn ma..,; 
kroskopisch te herkennen als splijtvlakken, als kr1sta1vlakkun of 
door. Rontgenreflectie. Van drie asset1,. wier riohtingen door ad 
· basisvectoren U,V ,Vl bepaald warden snija.dn de kristalvlakken stuk-
_ ken rU, sv, tW af, waarvan d~ kentalle.ti r, s, t,zich verhoudGJ:i 
als· kleine gehele getallen. Dit is d~ wet van da _,s~~hela kentall\::lr.t. 
Deze wet, empiriscb, gevonden, word t doo:r de roosterstrulctuur van .. 
het kristal volkomen verklaard. . 
::fi;en kristal kan behalve translaties nog a.nder.0 bdwegingen {o.raai;.. 
ingen e-n schui:fdraaiingen) en -omleggingan ( spieg,;_lingen, · schuif~ ·· 
spiegeli.ngen en draaispie.gelingcn) toelaten. All$ s;ymmt;lt);'.iet.n van 
· .• ee.n kristal, d.w.z .. alle beweginga.n en oml.i;)ggingen, die l:i~Onein'."'" 
dig kristal met zichzelf -t.ot dekking brengen, .vormen .de bewe~in~s...: 
~ nf kristale;roep van het kristal .. · .. . . · •· · .· :· 
~~~n beweging (of omlegging) wordt in recht- of'-scheefhoekige · 
ooord:i.naten voo,rgesteld door.. . · .· .. ·· .. 
. X. = L O.J k Xi -t ~ . 
of in ma_trix~s8hriifwiJ ze ·· . .i 
(2) X' = AX + R ·· 
, D$ ,Inverse beweging is 
X' = A~1x ~ A.-1R 
. ·.-_.:., 
Krist.Gr. I -2-
· Ji:lke bewa-ging kan ontbonden wora.~n in i::,en draaiing ( of draais· 
spiegeling) 
X' = il 
en een daaropvolgenda translatie 
X' = X + R 
De draaiing J.. (..we gebruiken weer dezelfdc lettar voor ean dra:· ;_ 
ing en haar matrix) noemen we. het draaibastandde~.l van de bewegi..-
( 2), de translatie R h~t schuifbestandaeel. In rechthoekige co-
ordinaten is A een oI'thogonalc: matrix. . 
Twee bev;.regingen (A,R) en (B,S), na elkaar uitgevoerd: 
X' = AX + R 
X'' = BX' + S 
geven we~r een bew0ging 
.. X' ' = (BA) X + ( BR + S) 
Man ziet: 
Het dr.aaibestanddeel van de produktbaV'!eging is het product BA 
van de draaibesta~ddel~n der samenstellende bewcgingen . 
. En het draaib,3standde0l van de inverse baw6ging is het inv<S3r-
se A-1 ' 
Uit dez0 twee volgt: 
De draaibestanddelen vaE_~..£n be~!eg~J?.gS,&:.Q2LG_v . .Q..:rffi§.lL.#...?E-:!raai-
1nss~roep H... · · ··_ · 
- Y~raaiingsgroeE'* of "J2untgro~p 11 betekent hier steBds~ grocip van 
draaiingen (spiegalingen en drafl.ispa-.egelingen inbdgr~pen) om een 
vast punt O. ~ 
Ons doel is het onderzoek van alle mogelijke lt:ristalgroepon G, 
ofwel, zuiver mathematisch: Het onderzoek _yag al_~§_g,t.Q.fil2~n_g.:,_~ 
l2,ewegingen en omleggi:qge& di<;} ~ lJ:P.g.§:~r onafhankeJijl;;:~_i;,!.,~!!.§1§!.:: 
~~s b,,avatttin 2 maar_geen wiJ.hleuri'6 kleipe verschuivingep.. _ · 
De. wcg tot dit doel leidt over J etappes, waarvan de 00:rste 
twee het balangrijkst zijn: _ · .. 
1. Eerst word0n alle i11 aa.nmerking kom.snde puntgroapen H ba-
paald. Yfij zullen 'zien, dat d~ bij een kristalgro0p G hort:.:ndo .. 
puntgroep H steddS eindig is en het kristalroost.;:ir invariant laat. 
Van_ zulke puntgroepen, die .aen rooster invariant laten, zijn, er 
s.lechts 32. Elk van deze groopen bepaalt een m..~talklasse_. l)e 32 
zc .gevonden klassen .,vordan in 7. kristalsystemen ingedeeld, met de 
tradi tionele narnen: · · 
monoklien, triklisn, 
rhomboedrisch, totragonaaI, 
hexagonaal, rhombis.ch, kubis.oh. 
_ 2 •. Vervolgc;;.tis ondcrzoekcn we de translatiegrDe:p T, di0 in G 
bevat is, of, _wat' .op hetzelfde nee_rkomt 1 het kristalroo.StBr •. Er · 
zij:n 14 typen roosters, die verschillende puntg;ro0peh to.:;Lvten. _. · 
De combinatie van talkens een rooster met ee11 puntgrol:p · geGft {3.an•~. 
leiding tot 73 arithrnetische kristalklassBn in da 0in van • · _ ' 
J.J ,. Bu:rok_haro.t {:Pie .Bewegungsgruppen der KristallwJgrapJ:lie., Easel 
d 947·) . . , .. . . . . .- . • . .. : . . ... 
,, ,_. ,ti! ' ; . . " ' ' ': ,. ' ' . ' ' ' . . . . . '.- ' ' '. " ' , : -~ ' .. . .. , 
. · _ 3 •. Bij elk van dez.a arithmetisohe · kri_s .alklass,,~n kan: me11 ten- ··. 
slotte met_ een meth:ode. van J:i'robeniua. alle mogc1lijk,;; b~wei¢ngs.:. , , _ 
gro~)?en. G bepal~n. Zo vi:n:dt IDe:n de .12J9 beweginf$sg;roepen te:t?Uf!;,,· die 
Schonfl;i.es ell ;E'~dorow het aerst bepaald :t:iebb_en •. • - ·, . ___ -.. , , 
J,Der~te stap: De pun]_&.Qe12en J;I .. 
:>. We g.aan, uit; van een bewegingsgroep G', beJ;mhouwe:n da 
.. yatt.e traru3latfegroep T en construeren het , kris.t!llrooeter, doti,r, ·· .. ,: , , 
·· tran.slaties s .; kU + :iv + mW op de oorsprong O toe , ,,:·, 
. ()'.it\\i 
Krist.Gr. I ·, -.)-
Als men ecln translatie S m1;;:t ecn v,1illekeuri 6 c) bawcging (A,R) 
transformeart, komt er weer ecn translatie te voorschijn; 
' (A,R)(I,S)(A,R)-1 = (I,AS) (I= Identiteit) 
De vector van deze translatie ,AS, wordt gevondsn door op de 
vector S de draaiing A toe te passen: 
S' = AS. 
Nesm nu aan, dat (1'",R) en (I, S) beidc-.;; tot G lJahor0n, d,:m moet (I,AS) ook tot Gen dus tot d~ translatiegroep T b-horen. 
Of, anders gezegd: Het roostdr,.1, _ _g!:!.yormd door .fill.LY.§:.Q.~2..£.9..J.1..J3--Y!l:!L·\ 
tra,nslageg;-oe:12, wordt door. d.Q...llr_fl.aiingenw h: v.::.m_ d,;.;: gr..Q.~JLJi i]1 -~ic; 
~e~f getransfmIP.~_rg_. . · 
Hiertd t volgt vooreerst, cat de groap H $indig is. Vfant ~ Sla o ., 
0 aen bol, ,~;anr ci.e basisv0ctoran U, V /01 binnen lig.:.:,en. :Gen draai-· 
ing transformeert U,V,W in v0ctoren van dazelfda lengt0n U1 ,V 1 ,~', 
die dus weer binn8n de bol 1ig6.an. lVlaar de bol bt::vat slt..:chts cl.,n 
eindig nantal roosterpunten, dus is het aantal mogolijk:heden van 
het tripel ( U' 1 V' , VT') eindig. 
VJij gaan nu alle eindige grocpen H bapalen, die eGn rooster 
in zichzelf transformdren. 




door B.L. van der Waerden 
Voordracht II, 25 October 1949 
PuntgroeEen in bet platte v~~k 
Een vlakk~ ··draaiing over ee11 hoek d wordt in rechthoeki-
ge coordinaten voorgesteld door 
· x' = x cosS -y sin S' 
y' = x sinS +y cos 6 
dus door de matrix 
D=l'c?sS -sin~) 
s1n S cos S-
Op complexe grondvectoren 
w1 = v1 - iv2 
. W2 = v2 + iV2 
wordt dezelfde draaiing voorgesteld d.oor de:: matrix 
0 e -J.\\ · (
0 if o ,<"'.) 
0 Een draaiing over een hoek van 60 laat een hexagonaal,roos:.. 
ter inva:biant. Kiest men roostervactoren U en V onder ee.n hoek 
van 60 ° als grondvectoren, dan ·word t de matrix van de draaiing 
-1 
1 ) 
Algemeen~ ~_j£a~ii31g of s:piei&eli£f$.1.-s!ie een r9oster .i~-
!'..!?-~t_ ~§!;at 1 wordt,~ls men twee_E.~Si~toren van het rq.2.,eter als 
grondvectoren U ~n V _kiest, door.:~~rix met ~le getp.llen 
y_,2.orgsteld. 
Bij al.le ooordinatentransformaties blijven invariant de 
determinant en het spoor van de matrix. Het spoor is de som van d0 
diagonaalelementen. De determinant van een draaiing is 1 1 het 
spoor 2 cos 6' . 
Het spoor van een draaiing, die een rooster invariant laat, 
is een geheel getal, omdat immers bij geschikte keus van de grond-
vectoren alle diagonaalelementen gehale gtitallan zijn. IJaar 2:,eos,';' 
steeds tussen -:-2 en +2 ligt, zijn slechts de volgende gevallen moge-
1 i j k : 2 cos S = -2 , --1 , 0, 1 , 2 
s = 180\ 120! 90! 60°' 0° 
r, 
In. aen eindige draaiingsgroe:p is een kleinste draaiingshoek t ; 
a11e· anderen zijn er veelvouden van. Als de orde van de groep .n is, 
is S'=2TI : n. Als de grcep een rooster invariant 1aat zijn slechts 
de waard.en · n=2, 3, 4, 6, 1 mogelijk. J)eze groe:pen 
cikliache gro~pt;,,~ Oh. 
Krist. Groepen II,2 
Voegt men aan een cyklische groep en nog een spi~eling S 
toe, en vermenigvuldigt die met alle draaiingen 1,D,D~, •.. , 
Dn~ dan krijgt men een £.!edergroep Cnv· Deze be:taat uit alle 
draaiingen en sp i e. gelingen, die een regelmatige n-hoek in zich-
zelf overvoeren. 
Resultaat~ De puntgroepen in het platte vlak zijn~ 
01' 02' 03, C4, C6 
= = = = ~ 
KRISTALLOGlt.AFISCHE GHODPEN 
door B.L. v .d·;· Waerden. 
Voordracht III en IV. 
~~=gg~~§tg~~~=~~=i=~~~~g~fg~ 
Orthogonale transformaties zijn lineaire vectortransformatier 
X' = U, die de lengte.n van vectoren en dus ook. de boeken onver ... 
anderd laten. 
I.n bet platte vlak zijn e;r 2 soorten orthogonale transfol'llla.;.. 
ties: draaiingen 
xf = X COSf - y sin~: 
y' = X sinr + y COSf 
en spiegelingen 
X 1 = X 
' y :::: - y 
In de ruimte is er bij elke orthogonale transformatie een 
vector U, die of in U bf in -U overgaat. Hierui t ,volgt gemakke~~ 
lijk, dater slecbts 2 soorte.n zijn: draaiinge.n en draaiapiege-· 
lingen. 
x' = X COS'f - y sinlf 
y' = X sin~ + y COS'f. 
z' = + z 
-Bij draaii.ngen is de determinant+ 1, bij draaispiegelingen 
- 1. Het spoor is 2 cosf ± 1. Als de groep dus een rooster in-
variant laat, zijn alleen draaiingen met periode 1, 2, 3, 4 of 
6 mogelijk. 
I. De.,.eindige gr9e;pen van draaiingen .Slaan we oen bol om 
het punt O, dan heeft elke draaiing D twee polen P e.n Q op de 
bol. Is Peen pool van D, en is A een a.oder element van de groop 
H, dan is AP een pool van ADA-1 , immers 
(ADA-1)-(AP) == ADP = il 
De dra.aiingen om de as l?Q vormen een oyklisehe groe:p, zeg vc ,. 
de orde j 
. :D 2 j-1 ( j _ 1) 1, , D ,.. ... , D D - · . 
Dit- zijn de enige draaiingen in H1 die bet 'punt P onverandert✓ 
laten 11 Is A een element van li, • dat punt P niet onvera.nderd laat, 
dan zullen de j draaiingen 
· · · 2 . . j-1 A, AD, AD , ••• ,.AD 
alle de pool :Pin dezelfde «geoon.jugeerde pooltt A/2: overvoeren. 
la er nog een a.ndere geconjuge-orde pool B:P, dan zulle;n de dr~i~, 
i.nge:p 
. 2 ·. . . · j-1 B, BD, BD , ••• , BD 
alle Pin BP overvo~ren. Zo kunnen we doorgaan tot we 
menten vanH gellad he'bben. Zijn er nj geconjugaerde pol~n 
:P; J,,:2, B:P, ••• , d.a.n is 
de orde van de 
h = jn, 
J groep H, dus 
h 
nj = J 
Bet totale aantal groepelementen bebalve de 1 is (h-1). Maar 
het is ook 
½ L nj (j-1) = ~ l ¥ 
gesonnneerd over alle stelsels va~ n. geconjugeerde polen. Want 
bij elke pool behoren (j-1) draaiiJan behalve dB 1, en elke 
draaiing heeft 2 polen.- Dus is 
b l ;i-;1, - 2h - 2 J -
z_ jj~ = 2 - ~ 
De som links kan 2 of 3 termen bevatten. Zijn er 2 terme.n, 
dan ia j 1 = j 2 = b, en we b(;;bben een cyklisch~. g_pOf;;].. Voor 3 
terme.n hebben we de volgende opJ,ossinge.r.i: 
1) j1 = j2·= 2, ,j3 = j' h = 2j; ?, it\d er8f..96l,?~A. 
2) j1 ::: 2, j2 = 3, j3 = ~, h = 12: t_etr .. aGd ~rgroe_p_ 
3) ,;!: 2, j2 3, j3 4, h 24: 22.:ta!d ergroe;p, -'1 = = = = 
4) 41 = 2, j2 =· 3, j3 = 5, h = 601 ioosat!d e_!"g_<;>~ 
Als de groep een rooster invariant laat, kan 4) niet voorko-
men. We hebben dan de volgende mogelijkbeden: 
oyklische groepen c1 , c2 , c3, c4, 06 
~iv~ .1~'..~r- 1 s,p0n n2 , n3, n4, D6 
de tetral!de:rgroep T 
de ootat!dergroep o .. 
II. ~roepen v~n. dFaai .. ingen. e.n ~piegelipg~~ 
A.ls een puntgroep H spiegelingen of draaispiegelingen bevat, 
Jan bestaat hij voor de helft ui t draaiingen .. · Deze draaiingen 
vormen een groep .K. La.at men deze draaiingen onveranderd, maar 
vermenigvuldigt alle andere matri.ces uit B met -1, dan krijgt 
men een groep L van· uitsluitend draaiinge.n. Het kan zijn d$.t 
:t = K is, dan verkrijgt men H door aan K de inversie J toe te, 
voegen. Het kan ook zijn, _dat L tweemaal zoveel element$n bew:.tt•f, 
a.ls KJ dan verkrijgt men H door de ene helft van L, h(;l.me:t,ij~ ·;,c:,;'. 
onveranderd te lat en en de and ere helft me~ -1 ·· te verinenigvu:l~J 
' · .. ,· .·· .. ' ~ ... ,,,,, 
gen. Zo vi.ndt men de volgende mogelijkh~de.n; · 
Notatiess On= oyklisoh o~de n 
Dn =~iDdergroep orde 2n 
08 = groep voortgebraoht door eon s~iegeling S 
S 4 = · " tr " . viertallige draai .... 
. spi-ege~:;. 
Index h = borizontaal spiegelvlak 
v = vertikaal spiegelvlak ff 
ff d :;:; diagonaal vertikaal spiegelvlak 
,,.,., 
Een diagonaalvlak halveez:t de hoek .tussen tweotweetallig:·» 
assen. 
Kriatalklassen behoren tot hetzelfde kristalstelsel, a.ls ze 
hetzelfde rooster invariant la.ten. ·.. "····-... eQ.,..ii.t: · 
Er zijn_ 7 kristalstelsela. Om deze af te leiden moete~we" oe<lr: :r 
de 14 ru.imtelijke krista1rooste:rs bepa.len. 
La.ten· we met 
De 
In •t platte 
01 
Ca 
het vlakke probloem beginnen. 
vlakke roosters. 
vlak bebben we de volgende puntgroepen: 
02 C3 04 06 
02v 03v 04v 06v 
We zoeken de bilbebore:nde roosters. Hie:rtoe die.nen de vol-
gende 4 stelli.ngen1 
1·, Elk rooster laat de omdraaiing 02 toe. · , ,, . . 
· 2. Ala de groep een spiegeling .beva.t t da.n is .het rooster »se.l!!i ·1"', 
' . . . . . 
r~-c- hoekig ot rhombisob. .· .• 
3. Ala de groep een viertallige draaii.ng bevat, 
rooster kwadratiacn. . . . . 
· . 4'• ;A.la. d~ grQ~p ~en dri~ta.lli$e' draaiirig bevat ~ 
rooete~ be~onti3&1. · · · · · · 
~·~ we i,u. Qln$~keerd ia,n :'b.et roo~ter u:i t en 
kth:.-~~de '.gl:'~p~tt dah vin«a'ri we f 
! \ ,: ,, :·:,' '• /" ,• ,~ ' ' j' • •,: : •'.': • :-~ ,_.,: :• ••,,'(, >,, ' "', ' I ,• .• : ' ' ' •• , ' 
1) bij een algemeen rooster .. de groepen c1 en c2 
.2) tt n reobthoekig of rhombisoh rooster 06 en c2v 
3) " " kwadratisch rooster c4 en c4v 
4) " n hexagone2l rooster c3 • c6 , c3v en C6v 
Er zijn dus 4 kristalstelsela, maar 5 soorten roosters. Bij 
elk rooster beboort een grootste puntgroep, die bet rooster in-
variant laat1 de holo~drie van bet kristalstelsel. Dit zijn de 
groepen c2 , c2v, c4v en c6v. Ondergroepen van de halve orde ho-
ten hemi~drie5n, van een kwart van de orde tetarto~drie~n. 
KRISTALLOGRAFISCHE GROEPEN 
door B.L. v.d. Waarden. 
v,1. 
Laatste 2 voordrachten op 30 Nov. en 13 Dec. 1949. 
We be·palen nu de roosters, behorende bij de verschillende punt-
groepen. 
Daar elk rooster de :Lnversie toelaat, behoeven we a.lleen de groepen 
met invers:'e te beschouwen. Deze ~ijn:. C .t:> .,~ ,r.., -·=,, 
('. ,1.....,:.,, ''-Ji'.- ,L.'tfL 'l.t,k 
/ 
JJ~1t , ])3~ )~Dtt-t:, J;>{,..p._, • 7i, -l'-1i- o_,y. 
Bij C,.:. behoort een willekeurig_.rooster ~ ( t ::: triklien). Verder 
onderscheiden we 5 gevallen A- E: 
. Geval A. De groep bevat een omdraaj_ing_~ 
Laat b enc roosterveci:;oren ziin in verschillende vlakken door de 
- -- t.• 
as van de omdraaiing D • Dan liggen T> J?-k, en.DJ::.---C in het vlak n door 
0 loodreoht op de as. Dus is ~Teen roostervlak. We kunnen de eerste 
twee basis"ITectoren ~ en v- inn kiezen, de derde5 erbuiten, Laat ./t., 
de projectie van~ e)pit zijn. Dan is 
D ~ -~:: --:t. - (-lil) == ~ ~ = --yn~ +-n .v-
J-t_, :::: l.. 't'\'\.M. . + .!. 'r'\., .. u-
- .'.l,_ - :i.. -
Dit geeft 2 gevallen: 
1) ~=-o ; du$~ in de as..L 11 : enkelvoudig monoklien rooster ~ 
2) ,z ==f~ , vlak-gecentreerd monoklien rooster r:: ~ 
De holoedrie van bet rooster is in beide gevallen de groep c;·,._. 
Geva_l B. De. groep b~vat een draaiing van de '°rde .4.• 
Als in geval A is er ee n ro,.ostervlak T7 ·loodr~cht op de as van de 
draaiing. Het rooster in dit vlak is quadratisch: A.1- en~ zijn lood-. 
recht en even lang .• Voor ,J:.. vindt men 3 geval.lem 
l) ~ = o ·, dus~ in de asJ...77 : erikelvoudig t~-tragonsa+, rooster 
) I I p I 2 z ::- ·=t -Q +i ~ : ruimtelijk gecentreerd tetr9Aonaa.:_l rooster '1, 
3) >;t :::: ~ AA. ,trl : v-. : onmogelijk. 
--· .2. - ,~-
De holoed'.t'ie van het iooster is in geval 1) en 2) de groep })4{. 
Geval C. l)~ groep b~vat een ·draai;LM van de orde 3. $ 
Zij h een rqosterveotor, niet in de as van dr draaiing]) I Dan '< 
. vorme;n de uiteinden van de vectoren.k_ ,.Dk enJ:Y1, een gelijkzijdige · 
driehoek :Lri een vlak 11 lood.reoh-t op de as van]) • +n dit vl~·1l hee.:ft : 
v,2. 
men een hexagonaal rooster, bepaald door 2 basisvectoren~ en D~=·~-, 
die een hoek van 120° insluiten. Is l.0"" de derde ba.sisvector en ft.. zijn 
- -
projectie op TT , dan kunnen we het altijd zo inrichten dat~ ef nul 
is of binnen het parallelofram van :..~ en~ val t, dus in elk geval 
11: l< I • Nu is.V:M.Y-]~=1>~-1)~ een roosterveotor, loodrecht op lJ:::, 
met een lengte l,itl~ < S . Nu 2iijn er slechts 7 roostervectoren met 
lengte < -Ji , nl. de nulvector en de 6 vectoren ,:tk! , ±"D~ en :t 1lM 
van de lengte 1, die hoeken van 60° met elkaar ma.ken. Dus moet ~ ~f 
nul zijn, of de lengte ff hebben en loodrecht op e~n van dez;·- 6 
vectoren staan. Zo vinden we 2 gevallen: 
1) ~::: 0 ; dus·~ .. r-n : hexagone.al rooster fi . 
2) .tiLY:_, · lengte fi : rhomboedrisch rooster ~1, • 
In het·e erste geval is de holoedrie van het rooster de groep C\t~ In 
m1!3t tweede geval ligt het uiteinde vanW' loodrecht boven het middel-
punt van ~~n der gelijkzijdige driehoeken gevormd door de rooster~ 
vectoren in 17 • Het :rooster laat behalve de groep c;c: ook nog de dia-
gonale spiegeling t .. o~ v. het vlak_l ~ toe; de holo~drie is dus ~~el • 
Geval D. De groep omvat de viergro~:Q. 1).z • 
De viergroep bestaat uit de omdraaiingen om drie onderling lood-
rechte assen. Op elk van de 3 vlakken 11 door 2 van die assen kan men 
de beschouwingen van geval A toepassen. Zo vindt men 4 gevallen: 
1) ~ ,~ ,~ loodrechti e:nkel;oudig rhombisch roost~;: C, 
2) in een vlak gecentreerd ~hombisch. roost~ r; 
. . ' " 
3) in alle '[lakken gecentreer,d rhombisch ·rooster ~ 
4) ruimtelijk gecentree;d rhombisch ~ooster r 10 • 
l,,Y 
De holoedrie is in alle gevallen J{ l . 
Geval E. De groelL..QJ!!vat de tetraedergroeRT• 
De tetraedergroep omvat de viergroep, dus hebben we weer dezelfde 
4 gevalien als onder D'~ Maa.r cle tetra.edergroep bevat ook een draa:i.:.r;g 
van de orde 3, die de 3 assen cyolisch verwisselt. Dus moeten de 3 · 
ribben van het (al of' niet geoentreerde) blok even la,ng zijn, en geva.l . 
2) kan niet voorkomen, Dus. hebben we 3 .ge.vallen: 
1) 3 loodrechte eenheidsveotoren ~ ,'£" ,~: .~nkelvoudig·.kybisclJ. r99s--
. · · ]er.: ( 
. r~' 2) ruimtelijk gecentr!lzerd ·ku.bisch . roo$ter · . « . . · 
3) in alle vlakken gecentreerd kubisch rpost'er [tt 
. . •· .. ·... C . . 
De lielo~drie ya.n het rooster is in.alle :drie geva.llen do oeta.ed~r--:,, 
\groep met. inversie oi. 
v,,. 
Let men alleen ep de holoedrie dan vindt men de bekende 7 kristal-
stelaels: 
1. Triklien stelsel. HoloedrieC~ • Rooster ~ • 
Hemiedrie c; . 
2. -Monoklein stelsel. Holoedrie C~--t. Roosters (: , . J:1 • 
Hemiedrieen C5 an Ci • 
:3. Rhomboedrisch st else 1. Holoedrie 11 t • Rooster r·ll .. 
- ~'cl )'1.-Yi,.., 
Hemiedrieen L.,.' c· ~ t\ • 
.,\, ;31.J" -~ 
Tetartoedrie ( 3 • 
I 
4. Tetragcnaal stelsel. Holoedri_e Ut-l • Roo~ters ~ , !~ • 
Hemiedrieen '1\l' c1il ' Clj.u-1 ])"' • 
Tetartoedrieen. cit , Si,, • 
5. Hexagonaal stelsel. Holoedrie ::DGk. Rooster ~ • 
Hemiedrieen C(.R, Ci,.u-, J)& , ]) n • 
•• (<> C _:,fl., Tetartoedrieen _,,6 , ·'bl· 
' I' f 1 {n If ·1, II( -6. Rhembisch s-telsel. Holoedrie J{.9-... Roo~ters J>J , \J , 'v 1 41 • 
Hemiedrieen Ti , L . 
/.,/2., :l-0"' 
· a n rt r-, Ii 
7 ._ Kubisch stelsel. Holoedrie · L:.. Roosters fc , <: , Jc. • 
Hemiedrie~n li. , ~ , 0 • 
. Teta.rtoedrie T . 
P.e arithmetische kristalklassen~ 
Kiest men bij een puntgroep een rooster, dan warden de dra.aiingen 
en s piegelingen van de puntgroep op de basisvectoren van het rooster 
door matrices van gehele geta11en voorgesteld,, Zo•n eindige groep van 
arithmetische matrices heet een arithmetische kristalklasse. Twee zv.lke 
groepen heten ari thmetisch aeguival$n"t, als men, zonder het rooster te 
veranderen, door een andere keuze van basisvectoren het ene stel ma-. 
trices in ·het andere kan doen overgaan. 
Er zijn 73 arithmetische klassen~ Men vindt ze, door bij elk van de 
32 puntgroepen telkens een bijbehorend rooster te kie!Zen. 
De 230 rnimt~groepen. 
Onze analyse bracht 2 hoo:Edbestanddeleh van een ruimtegroepG- aan 
het licht: een 'QUntgroe:£, bestaande uit de rotatiebestanddelen en een 1 
rooster, bestaa.nde uit de translaties in t'.5- .. Het a.ante.I rnogelijke com~ 
binaties van een puntgroep met een rooster we,$ 73. 
Nu komt de synthese: 
Hoe v:i.:n,den we b~j ee~ gegeven puntgz:oep i:net rooster a:ile 
V,4 
Een ruimtegroep G best-.u-:..t uit bewegingen (A,~), samengesteld 
uit een rots.tie A en een translatievector §:.: 
X'==AX+a_ 
Er zijn een eindig aantal A: de elementen A1 , ••• ,A van de punt-n 
groep. Bij elke A kunnen we een beweging (A,a) uitkifzen. Alle an-
dere bewegingen (A,§:+£i) met hetzelfde rotatiebestanddeel A ontstaan 
ui t (A,§:.)., door bij .§:. alle mogelij ke roostervectoren _e op te tellen. 
De hele groep G wordt dus (bij gegeven rooster) bepaald door de 
uitgekozen bewegingen (J\,§:1) , ••• ,(An,§:.n) • 
Laat nu A en B twee matrices uit de puntgroep zijn, en 
(1) AB = c. 
Dan is (A,§:.). (B ,b) een beweging met rotatiebestanddeel AB ::; C 
en translatiebt sl;anddeel Ab + §:.· Di t product moet tot groep G beho-
ren, dus moet 
(2) A£+§:.=£+ E 
zijn, waarin g een roostervector is. Men noEnn-t (2) de voorwaarden 
van FrobetJ.ius. 
Voor A = E, B = C volgt uit (2) e = _g. Men kan dus bij E a.ltijd 
!; = 0 kiezen. 
Als A vastgehouden wordt en B de puntgroep doorloopt, dan door-
loopt volgens { 1) ook C de hele puntgroep. Tel t men alle voorvmarden 
(2) OPi dan komt er 
( 3) A[ E. + Il§ = L £ + 1 B 
Stel nu 
en 
L £i = h 
d.an wordt (3) na deling door n 
Au+ a= u + 1 h 
- - .n -
d.w.z. fle bewegin& (A 1 a) voert het punt E over in zi~lt ")"'us ½ 
van een roostervector. 
Kiest men nu u als nieuwe oorsprong van coordinaten, dan wordt 
het translatiebestandd.eel van A een n-d.c:1 vS:n een roostervector. 
Trekt mel1 hier nog een gehele roostervector van af, wat altijd mag, 
dan blijven er voor { _g slechts n3 mogelijkheden over~ Dit geJdt 
voor elk van de rot8.ties A = A1 ,A2 , .... tAns: dus: 
Bij elke arithmetische kristalklasse bel:92,!'.t s'lechts een eindig 
aantal. ruimtegro~me!l!_ , . , .. 
· Men kan het rekeuwerk belangrijk v➔rk01·ten, door :niet alle (A.;a) 
willekeurig te kiezen, maar alleen enhelE. zoals .{A,f!) en (B~}l.) .,. 
V,5 
zodanig dat A en B tezamen de puntgroep voortbrengen. Door macht-
verheffen en vermenigvuldigen vir~dt men dan alle beweging~n: (A,a)? 
(A,a). (B, b), etc. Daarna gaat men na, hoe a en b gekozen moeten 
- -- - -
worden om aan de voorwaarden van Frobenius te voldoen. Tenslotte 
zoekt men ui t, welke van de gevonde:n ruimtegroepen equiv:alent zijn; 
d.w.z. alleen in de keuze van de coordinaten verschillen. Bv. bij 
, 
een verschuiving van de oorsprong naar het punt§ gaat (A;~) over 
in (A,a') met 
-( 4-) a - a 1 = s - As. 
- - -Tusseu t-nee zulke oplossingen behoeft men dus geen verschil te 
maken. 
yoo~Re£1<1. 1 • I>untgroep c2 , rooster C;, 
Voortbrengende draaiir.ig A('£, .1.y';(.j.:: (--~ ,- -~, ~) .Vf;.:fYl.u.r. ,\_!"(t""- C£:»~J-. ..,v1 : 
A~+!:,= 0 + B 
Stel a = (a,b,c), dan wordt A~ -· (-a,-b, c) 1 
dus luidt de voorwaarde: 
(0,0,2c) = geheel 
Dus zijn a en b willekeurig, c = O of 1/2. 
(4) luidt, a.ls s = (x,y,z) gesteld wordt 
a - a' == 2x 
b bt = 2y 
C .. C' = 0 
dus kan a' = b 1 === O gekozen worden. Dus 2 groepen: 
C~ (Q = 0) en 0~ ( (!, := 1/2). Alleen de eerste bevat ee11 draaiing. 
Voorbeeld 2.Puntgroep c3 , rooster ~"t.-l. 
Voortbrengende draaiing: 
A(x,y,z) : {z,x,y) 
2 2 (A,~) = (A ,A~+£) = (B,b) 
Voorwaarde van Frobenius: 
Ab+.~= g 
A (A§:. -+ .§:) + ~ ::e: g 
2 -
, (A + A + 1) a == g 
- --Stel. §:. = (a,b,c), dan vindt men 
a + b + c = geheel , bv. a + h + c ;::: 0 
( 4) luidt, a.ls . .§. = ( x, y ,z) gesteld wordt, 
a. - a• = X - Z 
b'-b! =y·;.;.·x 
C - O' = z - y 
Deze vergelijkingeri zijn oplosbaar met a. 1 = b' = c' ::: o ( kies 
x. = Oi y ·::: b, z = '7a). Dus is ·er slechts 1 groep cf. 
XJt X 
